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Capitolo 2
Successioni di numeri reali
2.1 Intervalli, intorni
Premettiamo allo studio delle successioni l’introduzione di alcuni concetti che saranno
utili nel seguito.
Definizione di insieme dei numeri reali esteso
Chiamiamo insieme dei numeri reali esteso (o anche retta reale estesa) e indichiamo con R
l’insieme ottenuto aggiungendo ai reali due oggetti che indichiamo con i simboli −∞ e +∞ (si
leggono rispettivamente “meno infinito” e “più infinito”).
Abbiamo quindi
R=R∪ {−∞,+∞} .
È indispensabile non confondere l’insieme dei reali con l’insieme dei reali esteso; in par-
ticolare sull’insieme dei reali sono definite le operazioni di addizione e di moltiplicazione e
la relazione di ≤ . La relazione di ≤ può essere estesa a una relazione su R che è ancora di
ordine lineare; è invece impossibile estendere le operazioni di addizione e di moltiplicazione
a R in modo che continuino a valere le abituali proprietà di tali operazioni (e in particolare
gli assiomi di campo C1–C9). Per tale motivo i simboli x + y e x · y non hanno significato
nel caso che x o y siano +∞ o −∞ . Utilizziamo però (abusivamente) la notazione −x
con x ∈ R \R , intendendo che −(+∞) = −∞ e −(−∞) = +∞ ; la notazione è abusiva
perché non essendo definita la somma non è in realtà possibile parlare di opposto.
La relazione di ≤ è estesa a R considerando +∞ maggiore di ogni numero reale e di
−∞ e −∞ minore di ogni numero reale (e ovviamente di +∞ ). Si ha quindi
∀x ∈R , −∞≤ x ≤+∞ .
Con questa definizione (intendendo come al solito che x < y significa x ≤ y , ma x 6= y )
x <+∞ è equivalente a x 6=+∞ e analogamente x >−∞ è equivalente a x 6=−∞ .
Talvolta per esprimere il fatto che un elemento di R appartiene a R (cioè non è né +∞
né −∞ ) si dice che esso è “finito”.
Definizione di intervallo
Sia I ⊆R , I 6=∅ . Diciamo che I è un intervallo quando
∀x, y, z ∈R , (x, y ∈ I e x ≤ z ≤ y) =⇒ z ∈ I .
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Un intervallo è quindi un sottoinsieme di R tale che, dati due suoi punti, ogni punto
compreso tra di essi appartiene ancora all’insieme.
Definizione di intervallo aperto, chiuso, limitato, illimitato
Siano a, b ∈R , con a < b .
Chiamiamo intervallo chiuso e limitato di estremi a e b e indichiamo con [a, b ] l’insieme
[a, b ] = { x ∈R | a ≤ x ≤ b } .
Chiamiamo intervallo chiuso a sinistra e aperto a destra limitato di estremi a e b e
indichiamo con [a, b [ l’insieme
[a, b [ = { x ∈R | a ≤ x < b } .
Chiamiamo intervallo aperto a sinistra e chiuso a destra limitato di estremi a e b e
indichiamo con ]a, b ] l’insieme
]a, b ] = { x ∈R | a < x ≤ b } .
Chiamiamo intervallo aperto e limitato di estremi a e b e indichiamo con ]a, b [ l’insieme
]a, b [ = { x ∈R | a < x < b } .
Sia a ∈R .
Chiamiamo intervallo chiuso superiormente illimitato e inferiormente limitato di estre-
mo a e indichiamo con [a,+∞[ l’insieme
[a,+∞[ = { x ∈R | a ≤ x} .
Chiamiamo intervallo aperto superiormente illimitato e inferiormente limitato di estre-
mo a e indichiamo con ]a,+∞[ l’insieme
]a,+∞[ = { x ∈R | a < x} .
Sia b ∈R .
Chiamiamo intervallo chiuso inferiormente illimitato e superiormente limitato di estre-
mo b e indichiamo con ]−∞, b ] l’insieme
]−∞, b ] = { x ∈R | x ≤ b } .
Chiamiamo intervallo aperto inferiormente illimitato e superiormente limitato di estre-
mo b e indichiamo con ]−∞, b [ l’insieme
]−∞, b [ = { x ∈R | x < b } .
Inoltre, per coerenza con quanto definito sopra, poniamo:
]−∞,+∞[ =R .
È evidente che ciascuno di questi insiemi è un intervallo. Viceversa si dimostra facilmente
che ogni sottoinsieme di R che sia un intervallo è di uno dei tipi descritti sopra, oppure è un
singoletto.
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Definizione di intorno di un elemento di R
Sia x ∈R .
Se x ∈R chiamiamo intorno di x ogni insieme del tipo ]x − ǫ, x + ǫ[ con ǫ ∈R+ .
Se x =+∞ chiamiamo intorno di x ogni insieme del tipo ]M ,+∞[ con M ∈R .
Se x =−∞ chiamiamo intorno di x ogni insieme del tipo ]−∞, M [ con M ∈R .
In ogni caso indichiamo con Ix l’insieme degli intorni di x .
Si ha quindi, se x ∈R ,
Ix = { ]x − ǫ, x + ǫ[ | ǫ ∈R
+}
e inoltre
I+∞ = { ]M ,+∞[ | M ∈R}
I−∞ = { ]−∞, M [ | M ∈R} .
2.2 Successioni
2.2.1 Terminologia
Definizione di successione e di successione reale
Sia X un insieme. Chiamiamo successione in X ogni funzione da N a X .
In particolare chiamiamo successione reale (o successione in R ) ogni funzione da N a R .
Per indicare il valore che una successione assume in corrispondenza di un certo numero
naturale si usano una terminologia e una notazione particolari.
Definizione di termine di una successione
Sia a una successione e n ∈N . Chiamiamo n -esimo termine della successione a e indichiamo
con an l’elemento a(n) .
Vista la notazione usata per indicarne i termini, la successione a è indicata con la scrittura
(an)n∈N .
Definizione di insieme dei termini di una successione
Sia (an)n∈N una successione. L’immagine di (an)n∈N , cioè { an | n ∈ N} , è chiamato insieme
dei termini della successione (an)n∈N .
È indispensabile non confondere una successione con l’insieme dei suoi termini: una
funzione è infatti un oggetto diverso dalla sua immagine.
2.2.2 Estremi e limitatezza di successioni
I termini relativi a limitatezza ed estremi di sottoinsiemi di R vengono utilizzati anche
per le successioni, intendendo che ci si riferisce all’insieme dei termini della successione.
Diamo quindi le seguenti definizioni.
Definizione di successione superiormente limitata, superiormente illimitata e di estremo
superiore di una successione
Sia (an)n∈N una successione in R .
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Diciamo che (an)n∈N è superiormente limitata quando { an | n ∈ N} è superiormente
limitato. In tal caso chiamiamo estremo superiore di (an)n∈N , e indichiamo con supn∈N an ,
l’estremo superiore dell’insieme dei termini della successione.
Diciamo che (an)n∈N è superiormente illimitata quando { an | n ∈ N} è superiormente
illimitato. In tal caso scriviamo supn∈N an =+∞ .
Definizione di successione inferiormente limitata, inferiormente illimitata e di estremo
inferiore di una successione
Sia (an)n∈N una successione in R .
Diciamo che (an)n∈N è inferiormente limitata quando { an | n ∈N} è inferiormente limi-
tato. In tal caso chiamiamo estremo inferiore di (an)n∈N , e indichiamo con infn∈N an , l’estremo
inferiore dell’insieme dei termini della successione.
Diciamo che (an)n∈N è inferiormente illimitata quando { an | n ∈ N} è inferiormente
illimitato. In tal caso scriviamo infn∈N an =−∞ .
Definizione di successione limitata
Sia (an)n∈N una successione in R . Diciamo che (an)n∈N è limitata quando { an | n ∈ N} è
limitato.
Osserviamo che dalle definizioni appena date segue immediatamente che una successione
(an)n∈N è superiormente limitata se e solo se esiste M ∈R tale che ∀n ∈N , an ≤ M , mentre
è inferiormente limitata se e solo se esiste M ∈R tale che ∀n ∈N , an ≥ M .
2.3 Limiti di successioni
2.3.1 Successioni convergenti
Definizione di limite reale di una successione
Siano (an)n∈N una successione in R e ℓ ∈ R . Diciamo che (an)n∈N ha limite ℓ e scriviamo
limn→+∞ an = ℓ quando
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n ∈N , n > nǫ =⇒ |an − ℓ|< ǫ .
Osserviamo che la condizione |an−ℓ|< ǫ è tanto più restrittiva quanto più ǫ è piccolo,
poiché se è soddisfatta per un certo valore di ǫ allora è soddisfatta anche per ogni valore più
grande. Per le proprietà del valore assoluto (teorema 1.2.30(II)), questa condizione equivale
a ℓ− ǫ < an < ℓ+ ǫ .
Se una successione ha limite ℓ ∈R diciamo che essa è convergente.
Un particolare esempio di successioni convergenti sono le successioni costanti, cioè quelle
aventi tutti i termini uguali. È infatti ovvio che se una successione (an)n∈N ha tutti i termini
uguali al numero reale m allora limn→+∞ an = m .
2.3.1 Teorema (unicità del limite)
Siano (an)n∈N una successione in R e ℓ, m ∈ R . Se ℓ e m sono entrambi limite di (an)n∈N
allora ℓ= m .
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Dimostrazione. Poiché ℓ e m sono limiti della successione (an)n∈N , si ha
∀ǫ ∈R+ , ∃pǫ ∈N : ∀n ∈N , n > pǫ =⇒ |an − ℓ|< ǫ ,
∀ǫ ∈R+ , ∃qǫ ∈N : ∀n ∈N , n > qǫ =⇒ |an −m|< ǫ .
Scelto ǫ ∈R+ , sia n ∈N tale che n >max{pǫ, qǫ} ; allora n > pǫ e n > qǫ , quindi si ha
|ℓ−m|= |(ℓ− an)+ (an −m)| ≤ |ℓ− an|+ |an −m|< 2ǫ .
Quindi ∀ǫ ∈R+ si ha |ℓ−m|< 2ǫ . Poiché ogni numero reale positivo può essere scritto
nella forma 2ǫ , con ǫ ∈R+ , per il teorema 1.4.1 si ha |ℓ−m|= 0 , pertanto ℓ= m .
2.3.2 Teorema (del confronto)
Siano (an)n∈N , (bn)n∈N successioni in R , ℓ, m ∈R . Supponiamo che esista limn→+∞ an = ℓ e
limn→+∞ bn = m . Se, ∀n ∈N , an ≤ bn , allora ℓ≤ m .
Dimostrazione. Per la definizione di limite si ha:
∀ǫ ∈R+ , ∃pǫ ∈N : ∀n ∈N , n > pǫ =⇒ an ∈ ]ℓ− ǫ,ℓ+ ǫ[
∀ǫ ∈R+ , ∃qǫ ∈N : ∀n ∈N , n > qǫ =⇒ bn ∈ ]m− ǫ, m+ ǫ[ .
Scelto ǫ ∈R+ , sia n ∈N tale che n > max{ pǫ, qǫ} ; allora si ha ℓ− ǫ < an e bn < m+ ǫ ;
dalla disuguaglianza an ≤ bn , segue quindi ℓ− ǫ < m+ ǫ .
Quindi ∀ǫ∈R+ , si ha ℓ−m < 2ǫ . Per il teorema 1.4.1 si ha allora ℓ−m ≤ 0 , pertanto
ℓ≤ m .
In particolare, se in questo teorema si sceglie come (bn)n∈N una successione che vale
costantemente b , segue che se, ∀n ∈N , an ≤ b , allora ℓ≤ b .
2.3.3 Teorema (della permanenza del segno)
Siano (an)n∈N una successione in R , ℓ, m ∈R . Supponiamo che esista limn→+∞ an = ℓ .
I) Se ℓ > m allora esiste n ∈N tale che ∀n > n , an > m .
II) Se ℓ < m allora esiste n ∈N tale che ∀n > n , an < m .
Dimostrazione. I) Dalla definizione di limite, scelto ǫ= ℓ−m , si ha:
n > nℓ−m =⇒ an ∈ ]ℓ− (ℓ−m),ℓ+ (ℓ−m)[ = ]m, 2ℓ+m[
da cui in particolare
n > nℓ−m =⇒ an > m;
scegliendo n = nℓ−m , l’affermazione è dimostrata.
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
2.3.4 Teorema
Siano (an)n∈N , (bn)n∈N e (cn)n∈N successioni in R tali che ∀n ∈N , an ≤ bn ≤ cn . Se (an)n∈N
e (cn)n∈N sono convergenti e
lim
n→+∞
an = limn→+∞
cn
allora anche (bn)n∈N è convergente e
lim
n→+∞
bn = limn→+∞
an = limn→+∞
cn .
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Dimostrazione. Poniamo ℓ= limn→+∞ an = limn→+∞ cn . Per la definizione di limite si ha:
∀ǫ ∈R+ , ∃pǫ ∈N : ∀n ∈N , n > pǫ =⇒ an ∈ ]ℓ− ǫ,ℓ+ ǫ[
∀ǫ ∈R+ , ∃qǫ ∈N : ∀n ∈N , n > qǫ =⇒ cn ∈ ]ℓ− ǫ,ℓ+ ǫ[ .
Qualunque sia ǫ ∈R+ , poniamo nǫ =max{ pǫ, qǫ} ; se n > nǫ allora è n > pǫ e n > qǫ e
quindi ℓ− ǫ < an e cn < ℓ+ ǫ ; poiché an ≤ bn ≤ cn , si ha ℓ− ǫ < bn < ℓ+ ǫ .
Quindi è verificata la definizione di limn→+∞ bn = ℓ .
2.3.2 Successioni divergenti
Definizione di limite +∞ o −∞ di una successione
Sia (an)n∈N una successione in R .
Diciamo che (an)n∈N ha limite +∞ quando
∀M ∈R , ∃nM ∈N : ∀n ∈N , n > nM =⇒ an >M ;
in tal caso scriviamo limn→+∞ an =+∞ .
Diciamo che (an)n∈N ha limite −∞ quando
∀M ∈R , ∃nM ∈N : ∀n ∈N , n > nM =⇒ an <M ;
in tal caso scriviamo limn→+∞ an =−∞ .
Osserviamo che nella definizione di limite +∞ , se la condizione an > M è soddisfatta
per un certo numero M allora è soddisfatta per tutti gli M minori; conseguenza di questo
è il fatto che se la condizione è soddisfatta per ogni M ∈R+ allora è soddisfatta per ogni
M ∈R .
Nel caso di limite −∞ si ha analogamente che è sufficiente chiedere che la condizione
sia soddisfatta per gli M appartenenti a R− .
Diciamo che una successione è divergente quando essa ha limite +∞ oppure −∞ , in
particolare diciamo che è positivamente divergente o divergente a +∞ nel primo caso,
negativamente divergente o divergente a −∞ nel secondo caso.
Quando una successione è convergente o divergente, cioè quando ha limite, diciamo che
è regolare. In caso contrario diciamo che è oscillante.
I teoremi della permanenza del segno e del confronto valgono anche per successioni
divergenti. È infatti facile provare i seguenti teoremi.
2.3.5 Teorema (del confronto)
Siano (an)n∈N , (bn)n∈N successioni in R , ℓ, m ∈R . Supponiamo che esista limn→+∞ an = ℓ e
limn→+∞ bn = m . Se ∀n ∈N , an ≤ bn allora ℓ≤ m .
2.3.6 Teorema (della permanenza del segno)
Siano (an)n∈N una successione in R , ℓ, m ∈R . Supponiamo che esista limn→+∞ an = ℓ .
I) Se ℓ > m allora esiste n ∈N tale che ∀n > n , an > m .
II) Se ℓ < m allora esiste n ∈N tale che ∀n > n , an < m .
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Per provare la divergenza di una successione vale un teorema analogo al teorema 2.3.4.
2.3.7 Teorema
Siano (an)n∈N e (bn)n∈N successioni in R tali che ∀n ∈N , an ≤ bn .
I) Se (an)n∈N diverge a +∞ allora anche (bn)n∈N diverge a +∞ .
II) Se (bn)n∈N diverge a −∞ allora anche (an)n∈N diverge a −∞ .
Dimostrazione. I) Se an →+∞ allora
∀M ∈R , ∃nM ∈N : n > nM =⇒ an > M .
Qualunque sia M ∈R , se n > nM si ha bn ≥ an > M , cioè bn >M , dunque bn →+∞ .
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
2.3.3 Successioni regolari
Utilizzando il concetto di intorno, le definizioni di limite reale, +∞ e +∞ possono
essere unificate. Infatti è facile verificare che, se (an)n∈N è una successione in R e ℓ ∈R , si
ha limn→+∞ an = ℓ se e solo se
∀U ∈ Iℓ , ∃nU ∈N : ∀n ∈N , n > nU =⇒ an ∈U .
Il seguente teorema fornisce un collegamento tra il fatto che una successione abbia limite
e la sua limitatezza.
2.3.8 Teorema
Sia (an)n∈N una successione in R .
I) Se (an)n∈N è convergente allora (an)n∈N è limitata.
II) Se (an)n∈N è divergente a +∞ allora (an)n∈N è inferiormente limitata e superiormente
illimitata.
III) Se (an)n∈N è divergente a −∞ allora (an)n∈N è superiormente limitata e inferiormente
illimitata.
Dimostrazione. I) Supponiamo (an)n∈N convergente e sia ℓ ∈R il suo limite. Dalla defini-
zione di limite, scegliendo ǫ= 1 , si ha che n > n1 =⇒ ℓ− 1< an < ℓ+ 1 . Dunque ℓ− 1 e
ℓ+ 1 sono rispettivamente un minorante e un maggiorante di { an | n > n1} .
Posto a =min
 
{ an | n ≤ n1} ∪ {ℓ− 1}

e b =max
 
{ an | n ≤ n1} ∪ {ℓ+ 1}

, è evidente
che a è un minorante di { an | n ∈ N} ; infatti se n > n1 allora an > ℓ− 1 ≥ a , mentre
se n ≤ n1 allora an ≥ min{ an | n ≤ n1} ≥ a . Analogamente b è un maggiorante di
{ an | n ∈N} , perciò (an)n∈N ha sia minoranti che maggioranti, quindi è limitata.
II) Se an →+∞ allora, per la definizione di limite, qualunque sia M ∈R esistono termini
della successione maggiori di M , perciò M non è un maggiorante della successione; perciò
la successione non ammette maggioranti, quindi è superiormente illimitata.
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Scegliendo M = 0 nella definizione di limite, se n > n0 si ha an > 0 , perciò, posto
a =min
 
{ an | n ≤ n0} ∪ {0}

, a è un minorante di { an | n ∈ N} e quindi la successione è
inferiormente limitata.
III) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
Da questo teorema segue subito che una successione convergente non può essere diver-
gente, mentre una successione divergente a +∞ non può essere divergente a −∞ . Quindi
il teorema di unicità del limite (teorema 2.3.1) vale considerando non solo limiti reali, ma
anche limiti in R . Vale cioè il seguente teorema.
2.3.9 Teorema (unicità del limite)
Siano (an)n∈N una successione in R e ℓ, m ∈ R . Se ℓ e m sono entrambi limite di (an)n∈N
allora ℓ= m .
Il concetto di limite di una successione dipende solo dai valori che la successione assume
per valori grandi dell’indice. In altre parole modificando un numero finito di termini di una
successione il limite, se esiste, non cambia. Si ha quindi il seguente teorema:
2.3.10 Teorema
Siano (an)n∈N e (bn)n∈N successioni in R . Supponiamo che esista n ∈ N tale che ∀n > n ,
an = bn .
Se esiste limn→+∞ an allora esiste anche limn→+∞ bn e limn→+∞ an = limn→+∞ bn .
Dimostrazione. Sia ℓ= limn→+∞ an . Per la definizione di limite risulta allora
∀U ∈ Iℓ , ∃nU ∈N : ∀n ∈N , n > nU =⇒ an ∈U .
Scelto U ∈ Iℓ , poniamo pU = max{n, nU } . Se n > pU , allora si ha an ∈ U e bn = an ,
quindi
n > pU =⇒ bn ∈U ;
perciò è verificata la definizione di limn→+∞ bn = ℓ .
2.4 Operazioni sui limiti
2.4.1 Teorema (limite di una somma)
Siano (an)n∈N e (bn)n∈N successioni in R .
I) Se (an)n∈N e (bn)n∈N sono convergenti allora anche (an + bn)n∈N è convergente e
lim
n→+∞
(an + bn) = limn→+∞
an + limn→+∞
bn .
II) Se (an)n∈N è divergente a +∞ e (bn)n∈N è inferiormente limitata allora (an+ bn)n∈N è
divergente a +∞ .
III) Se (an)n∈N è divergente a +∞ e (bn)n∈N ha limite diverso da −∞ allora (an + bn)n∈N
è divergente a +∞
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IV) Se (an)n∈N è divergente a −∞ e (bn)n∈N è superiormente limitata allora (an + bn)n∈N
è divergente a −∞ .
V) Se (an)n∈N è divergente a −∞ e (bn)n∈N ha limite diverso da +∞ allora (an + bn)n∈N
è divergente a −∞ .
Dimostrazione. I) Poniamo ℓ= limn→+∞ an e m = limn→+∞ bn . Si ha
∀ǫ ∈R+ , ∃pǫ ∈N : ∀n ∈N , n > pǫ =⇒ |an − ℓ|< ǫ
∀ǫ ∈R+ , ∃qǫ ∈N : ∀n ∈N , n > qǫ =⇒ |bn −m|< ǫ .
Posto nǫ =max{ pǫ, qǫ} , se n > nǫ si ha
|(an + bn)− (ℓ+m)|= |(an − ℓ)+ (b<n−m)| ≤ |an − ℓ|+ |bn −m|< 2ǫ .
Quindi è verificata la definizione di limn→+∞(an + bn) = ℓ+m .
II) Poiché limn→+∞ an =+∞ si ha
∀M ∈R , ∃nM ∈N : ∀n ∈N , n > nM =⇒ an >M ,
inoltre, poiché (bn)n∈N è inferiormente limitata, esiste b ∈ R tale che bn ≥ b per ogni
n ∈N , dunque
n > nM =⇒ an + bn > M + b .
Poiché, scegliendo opportunamente M in R , ogni numero reale può essere scritto nella
forma M + b , risulta limn→+∞(an + bn) = +∞ .
III) Dal teorema 2.3.8(I) e (II) segue che le ipotesi dell’affermazione precedente sono soddi-
sfatte.
IV) La dimostrazione è analoga a quella di II.
V) Dal teorema 2.3.8(I) e (III) segue che le ipotesi dell’affermazione precedente sono soddi-
sfatte.
Questo teorema ci fornisce informazioni sul limite di una somma di due successioni quan-
do si conosce il limite di ciascuno dei due addendi, con l’esclusione del caso in cui una delle
successioni diverge a +∞ e l’altra diverge a −∞ . In tal caso diciamo che si ha un limite in
forma indeterminata.
2.4.2 Teorema (limite di un prodotto)
Siano (an)n∈N e (bn)n∈N successioni in R .
I) Se (an)n∈N e (bn)n∈N sono convergenti allora anche (an bn)n∈N è convergente e
lim
n→+∞
(an bn) = limn→+∞
an · limn→+∞
bn .
II) Se (an)n∈N è divergente e inf{ bn | n ∈N} > 0 allora (an bn)n∈N è divergente e
lim
n→+∞
(an bn) = limn→+∞
an .
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III) Se (an)n∈N è divergente e (bn)n∈N ha limite maggiore di 0 allora (an bn)n∈N è divergente e
lim
n→+∞
(an bn) = limn→+∞
an .
IV) Se (an)n∈N è divergente e sup{ bn | n ∈N} < 0 allora (an bn)n∈N è divergente e
lim
n→+∞
(an bn) =− limn→+∞
an .
V) Se (an)n∈N è divergente e (bn)n∈N ha limite minore di 0 allora (an bn)n∈N è divergente e
lim
n→+∞
(an bn) =− limn→+∞
an .
VI) Se (an)n∈N è convergente a 0 e (bn)n∈N è limitata allora anche (an bn)n∈N è convergente
a 0 .
Dimostrazione. I) Poniamo ℓ= limn→+∞ an e m = limn→+∞ bn . Si ha
∀ǫ ∈R+ , ∃pǫ ∈N : ∀n ∈N , n > pǫ =⇒ |an − ℓ|< ǫ
∀ǫ ∈R+ , ∃qǫ ∈N : ∀n ∈N , n > qǫ =⇒ |bn −m|< ǫ .
Posto nǫ =max{ pǫ, qǫ} , se n > nǫ si ha:
|an bn − ℓm|= |(an bn − an m)+ (an m− ℓm)| ≤ |an bn − an m|+ |an m− ℓm|
= |an| |bn −m|+ |an − ℓ| |m| ≤ |an|ǫ+ ǫ |m| .
Poiché la successione (an)n∈N è convergente, essa è limitata per il teorema 2.3.8(I), perciò
{ |an| | n ∈ N} è superiormente limitato; sia c un numero maggiore dell’estremo superiore
di tale insieme. Si ha allora
n > nǫ =⇒ |an bn − ℓm| ≤
 
|an|+m

ǫ <
 
c + |m|

ǫ ;
poiché ogni numero reale positivo può essere scritto come
 
c + |m|

ǫ , con ǫ ∈ R+ oppor-
tuno, si ha limn→+∞(an bn) = ℓm .
II) Supponiamo che (an)n∈N diverga positivamente, il caso di divergenza a −∞ si tratta in
modo analogo. Poniamo b = inf{ bn | n ∈N} , per ipotesi b > 0 .
Per la definizione di limite si ha
∀M ∈R , ∃nM ∈N : ∀n ∈N , n > nM =⇒ an >M ;
se M ∈R+ da qui segue
n > nM =⇒ an bn > M bn ≥ b M
e quindi la successione (an bn)n∈N diverge positivamente.
III) Per il teorema della permanenza del segno 2.3.6 se m ∈R+ è tale che m < limn→+∞ bn ,
esiste n ∈ N tale che per n > n è bn > m , e quindi inf{ bn | n > n} ≥ m > 0 . Vi-
sto che cambiando un numero finito di termini di una successione il limite non cambia
(teorema 2.3.10), si può allora applicare II.
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IV) La dimostrazione è analoga a quella di II.
V) La dimostrazione è analoga a quella di III.
VI) Poiché limn→+∞ an = 0 si ha
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n ∈N , n > nǫ =⇒ |an|< ǫ .
Poiché (bn)n∈N è limitata anche { |bn| | n ∈N} è limitato; scegliamo b > sup{ |bn| | n ∈N} .
Se n > nǫ si ha |an bn|< bǫ ; pertanto limn→+∞ an bn = 0 .
Questo teorema fornisce informazioni sul limite di un prodotto di due successioni quando
si conosce il limite di ciascuno dei due fattori, con l’esclusione del caso in cui una delle
successioni diverge (positivamente o negativamente) e l’altra converge a 0 . In tal caso si dice
che si ha un limite in forma indeterminata.
2.4.3 Teorema (limite del reciproco)
Sia (an)n∈N una successione in R tale che ∀n ∈N , an 6= 0 .
I) Se (an)n∈N è convergente e limn→+∞ an 6= 0 allora anche (1/an)n∈N è convergente e
lim
n→+∞
1
an
=
1
limn→+∞ an
.
II) Se (an)n∈N è convergente a 0 e ∀n ∈N , an > 0 allora (1/an)n∈N è divergente a +∞ .
III) Se (an)n∈N è convergente a 0 e ∀n ∈N , an < 0 allora (1/an)n∈N è divergente a −∞ .
IV) Se (an)n∈N è divergente allora (1/an)n∈N è convergente a 0 .
Dimostrazione. I) Poniamo ℓ= limn→+∞ an ; sappiamo che ℓ 6= 0 . Si ha
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n ∈N , n > nǫ =⇒ |an − ℓ|< ǫ .
Se n > nǫ si ha 
1
an
−
1
ℓ
=

ℓ− an
anℓ
=
|ℓ− an|
|an| |ℓ|
Se ℓ > 0 allora ℓ > ℓ/2 e quindi per il teorema della permanenza del segno (teorema 2.3.6)
esiste n ∈ N tale che se n > n allora an > ℓ/2 ; se invece ℓ < 0 allora ℓ < ℓ/2 , per cui
esiste n ∈ N tale che se n > n allora an < ℓ/2 . In ciascuno dei due casi per n > n si ha
|an|> |ℓ|/2 . Pertanto, se n >max{n, nǫ} , si ha

1
an
−
1
ℓ
=
|ℓ− an|
|an| |ℓ|
<
ǫ
|ℓ|
2
|ℓ|
=
2
|ℓ|2
ǫ
e quindi la successione (1/an)n∈N converge a 1/ℓ .
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II) Supponiamo che (an)n∈N converga a 0 e che ∀n ∈ N , an > 0 . Allora la definizione di
limite diventa
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n ∈N , n > nǫ =⇒ an < ǫ .
Quindi se n > nǫ si ha 1/an > 1/ǫ ; perciò ∀M ∈ R
+ , se n > n1/M si ha 1/an > M .
Pertanto limn→+∞(1/an) = +∞ .
III) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
IV) Supponiamo an →+∞ . Si ha
∀M ∈R , ∃nM ∈N : ∀n ∈N , n > nM =⇒ an >M .
In particolare se M è positivo, dalla disuguaglianza an > M , valida per ogni n > nM , segue
0<
1
an
<
1
M
.
Perciò scelto ǫ ∈R+ , se n > n1/ǫ allora
0<
1
an
<

1
ǫ
−1
= ǫ .
Questo dimostra che limn→+∞(1/an) = 0 .
Nel caso che (an)n∈N diverga negativamente la dimostrazione si ottiene con ovvie modi-
fiche.
2.4.4 Teorema (limite del valore assoluto)
Sia (an)n∈N una successione in R .
I) Se (an)n∈N è convergente allora anche (|an|)n∈N è convergente e
lim
n→+∞
|an|=
 limn→+∞an
 .
II) Se (an)n∈N è divergente allora (|an|)n∈N è divergente a +∞ .
III) Se (|an |)n∈N è convergente a 0 allora (an)n∈N è convergente a 0 .
Dimostrazione. I) Poniamo ℓ= limn→+∞ an . Per la definizione di limite si ha:
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n ∈N , n > nǫ =⇒ |an − ℓ|< ǫ .
Se n > nǫ , per le proprietà del valore assoluto (teorema 1.2.30(VII)), si ha
|an| − |ℓ|≤ |an − ℓ|< ǫ ;
quindi è soddisfatta la definizione di limn→+∞ |an |= |ℓ| .
II) Se limn→+∞ an = +∞ , poiché ∀n ∈ N , |an| ≥ an , per il teorema 2.3.7(I) si ha anche
limn→+∞ |an|=+∞ .
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Se limn→+∞ an = −∞ , poiché ∀n ∈ N , −|an| ≤ an , per il teorema 2.3.7(II) si ha
limn→+∞(−|an|) =−∞ da cui segue limn→+∞ |an|=+∞ .
III) Se limn→+∞ |an |= 0 allora per definizione si ha
∀ǫ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n ∈N , n > nǫ =⇒
|an| − 0< ǫ ,
ma ||an | − 0|= |an|= |an − 0| e quindi
∀ǫ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n ∈N , n > nǫ =⇒ |an − 0|< ǫ ,
perciò limn→+∞ an = 0 .
2.5 Criteri per la convergenza di successioni
2.5.1 Successioni monotòne
Definizione di successione crescente, decrescente, monotòna
Sia (an)n∈N una successione in R .
Diciamo che (an)n∈N è crescente quando
∀n ∈N , an+1 ≥ an .
Diciamo che (an)n∈N è strettamente crescente quando
∀n ∈N , an+1 > an .
Diciamo che (an)n∈N è decrescente quando
∀n ∈N , an+1 ≤ an .
Diciamo che (an)n∈N è strettamente decrescente quando
∀n ∈N , an+1 < an .
Diciamo che (an)n∈N èmonotòna quando è crescente o decrescente.
Diciamo che (an)n∈N è strettamente monotòna quando è strettamente crescente o strettamen-
te decrescente.
Se (an)n∈N è crescente si dimostra facilmente che ∀m, n ∈N se m > n allora am ≥ an ;
proprietà analoghe valgono negli altri casi.
Evidentemente una successione strettamente crescente è anche crescente, mentre una
successione strettamente decrescente è anche decrescente.
Il principale risultato sulle successioni monotone è il teorema seguente.
2.5.1 Teorema (limite di successioni monotone)
Sia (an)n∈N una successione in R .
I) Se (an)n∈N è monotona crescente allora esiste limn→+∞ an e si ha
lim
n→+∞
an = sup{ an | n ∈N} .
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II) Se (an)n∈N è monotona decrescente allora esiste limn→+∞ an e si ha
lim
n→+∞
an = inf{ an | n ∈N} .
Dimostrazione. I) Consideriamo anzitutto il caso sup{ an | n ∈ N} = +∞ . Allora qua-
lunque M ∈ R non è un maggiorante della successione, pertanto esiste nM ∈ N tale che
anM > M . Poiché (an)n∈N è crescente, qualunque sia n > nM si ha an ≥ anM > M . Quindi è
verificata la definizione di limn→+∞ an =+∞ .
Consideriamo ora il caso sup{ an | n ∈N} = ℓ ∈R .
Qualunque sia ǫ ∈ R+ è ℓ− ǫ < sup{ an | n ∈ N} , dunque ℓ− ǫ non è maggiorante
di { an | n ∈ N} , perciò esiste un elemento di tale insieme maggiore di ℓ− ǫ ; indichiamolo
con anǫ . La successione (an)n∈N è crescente, quindi, se n > nǫ , si ha an ≥ anǫ > ℓ− ǫ .
Poiché ℓ è estremo superiore della successione, ∀n ∈N si ha an ≤ ℓ < ℓ+ ǫ ; pertanto
n > nǫ =⇒ ℓ− ǫ < an < ℓ+ ǫ ,
quindi limn→+∞ an = ℓ .
II) La dimostrazione è analoga a quella dell’affermazione precedente.
In particolare da questo teorema segue che una successione crescente non può avere limite
−∞ , perché sup{ an | n ∈N} non può essere uguale a −∞ ; analogamente una successione
decrescente non può avere limite +∞ .
2.5.2 Sottosuccessioni
Definizione di sottosuccessione
Siano (an)n∈N una successione in R e (kn)n∈N una successione di numeri naturali strettamente
crescente. La successione

akn

n∈N
è detta sottosuccessione della successione (an)n∈N (o anche
successione estratta dalla successione (an)n∈N ).
In altre parole una sottosuccessione si ottiene “buttando via” un certo numero di termi-
ni della successione (in modo che comunque ne restino infiniti) e “rinumerando” i termini
rimanenti, conservando il loro ordine.
È utile osservare che se una successione (kn)n∈N è la successione degli indici di una
sottosuccessione allora ∀n ∈N , kn ≥ n .
Infatti k0 è naturale, quindi k0 ≥ 0 ; inoltre se kn ≥ n , poiché kn+1 > kn , si ha
kn+1 > n , cioè kn+1 ≥ n + 1 . Il principio di induzione (rispetto all’indice n ) garantisce
quindi la validità della disuguaglianza per ogni n naturale.
2.5.2 Teorema
Siano (an)n∈N una successione in R e

akn

n∈N
una sua sottosuccessione. Se (an)n∈N è regolare
allora anche

akn

n∈N
è regolare e
lim
n→+∞
akn = limn→+∞
an .
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Dimostrazione. Sia ℓ= limn→+∞ an . Allora si ha
∀U ∈ Iℓ , ∃nU ∈N : ∀n ∈N , n > nU =⇒ an ∈U .
Se n ∈ N è tale che n > nU , poiché che kn ≥ n , si ha anche kn > nU e quindi akn ∈ U .
Perciò è verificata la definizione di limn→+∞ akn = ℓ .
Se una sottosuccessione ha limite, allora la successione da cui questa è estratta non neces-
sariamente ha limite; è possibile, data una successione oscillante, trovare una sua sottosucces-
sione che abbia limite.
Per potere ricavare conclusioni sul limite di una successione a partire da informazioni sul
limite di sottosuccessioni occorre che gli indici delle sottosuccessioni coinvolte esauriscano
l’insieme dei naturali. In tale ordine di idee si ha il teorema seguente.
2.5.3 Teorema
Siano (an)n∈N una successione in R ,

akn

n∈N
e

ahn

n∈N
due sue sottosuccessioni e ℓ ∈R . Se
limn→+∞ akn = limn→+∞ ahn = ℓ e { kn | n ∈N} ∪ { hn | n ∈N} =N allora limn→+∞ an = ℓ .
Dimostrazione. Per definizione di limite,
∀U ∈ Iℓ , ∃pU ∈N : ∀n ∈N , n > pU =⇒ akn ∈U ,
∀U ∈Iℓ , ∃qU ∈N : ∀n ∈N , n > qU =⇒ ahn ∈U .
Sia U ∈ Iℓ e poniamo nU = max
¦
kpU , hqU
©
. Sia n ∈ N tale che n > nU . Dalle ipo-
tesi segue che esiste m ∈ N tale che n = km oppure n = hm , Nel primo caso si ha
km >max
¦
kpU , hqU
©
≥ kpU , quindi m > pU , perché la successione degli indici di una sot-
tosuccessione è strettamente crescente; allora si ha an = akm ∈ U . Analoga conclusione nel
secondo caso.
Abbiamo così dimostrato che scelto U ∈ Iℓ esiste nU ∈ N tale che se n > nU allora
an ∈ U e quindi è soddisfatta la definizione di limn→+∞ an = ℓ .
2.5.4 Teorema
Sia (an)n∈N una successione in R . Allora esiste una sottosuccessione

akn

n∈N
monotona.
Dimostrazione. Nel corso di questa dimostrazione chiamiamo picco ogni numero naturale n
tale che se m > n si ha am ≤ an ; cioè an è maggiore o uguale a ogni termine che segue.
Se l’insieme dei picchi è infinito, elenchiamoli in ordine crescente: k0 < k1 < k2 < . . . . Al-
lora, per la definizione di picco, akn+1 ≤ akn , ∀n ∈N ; pertanto la sottosuccessione

akn

n∈N
è decrescente.
Se invece l’insieme dei picchi è finito o vuoto, allora esiste k0 ∈ N maggiore di ogni
picco. Poiché k0 non è un picco, esiste k1 > k0 tale che ak1 > ak0 . Anche k1 non è un picco
(perché maggiore di k0 ), quindi esiste k2 > k1 tale che ak2 > ak1 . Ripetendo il ragionamento
si costruisce una sottosuccessione strettamente crescente.
2.5.5 Teorema (di Bolzano-Weierstrass)
Sia (an)n∈N una successione in R . Se (an)n∈N è limitata allora esiste una sottosuccessione
akn

n∈N
convergente.
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Dimostrazione. Supponiamo (an)n∈N limitata. Per il teorema 2.5.4 esiste una sottosuccessio-
ne

akn

n∈N
monotona, che, per il teorema 2.5.1, ha limite. Poiché (an)n∈N è limitata, anche
akn

n∈N
è limitata, quindi il limite è reale.
2.5.3 Successioni di Cauchy
Definizione di successione di Cauchy
Sia (an)n∈N una successione in R . Diciamo che (an)n∈N è una successione di Cauchy quando
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n, m ∈N , n, m > nǫ =⇒ |an − am |< ǫ .
Questa condizione è detta condizione di Cauchy.
2.5.6 Teorema
Sia (an)n∈N una successione in R . Se (an)n∈N è convergente allora è di Cauchy.
Dimostrazione. Poniamo ℓ= limn→+∞ an . Allora si ha
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n ∈N , n > nǫ =⇒ |an − ℓ|< ǫ .
Pertanto, scelto ǫ ∈R+ , se n e m sono maggiori di nǫ si ha
|an − am|= |(an − ℓ)+ (ℓ− am)| ≤ |an − ℓ|+ |ℓ− am|< 2ǫ ;
quindi è verificata la definizione di successione di Cauchy.
2.5.7 Teorema
Sia (an)n∈N una successione in R . Se (an)n∈N è di Cauchy allora è limitata.
Dimostrazione. Supponiamo che (an)n∈N sia una successione di Cauchy, cioè tale che
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n, m ∈N , n, m > nǫ =⇒ |an − am |< ǫ .
Scelto ǫ = 1 , se n > n1 si ha |an − an1+1| < 1 , cioè an1+1− 1< an < an1+1+ 1 . Allora
min
¦
a1,a2, . . . ,an1,an1+1 − 1
©
e max
¦
a1,a2, . . . ,an1 ,an1+1+ 1
©
sono rispettivamente un mi-
norante e un maggiorante dell’insieme dei termini della successione, che è quindi limitata.
2.5.8 Teorema
Sia (an)n∈N una successione in R . Se (an)n∈N è di Cauchy allora è convergente.
Dimostrazione. Supponiamo che (an)n∈N sia una successione di Cauchy, cioè tale che
∀ǫ ∈R+ , ∃nǫ ∈N : ∀n, m ∈N , n, m > nǫ =⇒ |an − am |< ǫ .
Per il teorema 2.5.7, (an)n∈N è limitata e quindi, per il teorema di Bolzano-Weierstrass 2.5.5,
esiste una sottosuccessione

akn

n∈N
convergente. Sia ℓ= limn→+∞ akn .
Proviamo che la successione (an)n∈N converge a ℓ . Per la definizione di limite si ha
∀ǫ ∈R+ , ∃pǫ ∈N : ∀n ∈N , n > pǫ =⇒ |akn − ℓ|< ǫ .
Scelto ǫ ∈ R+ , sia n > nǫ ; se m > max{nǫ, pǫ} , poiché km ≥ m , si ha anche km > nǫ ,
quindi
|an − ℓ|= |(an − akm )+ (akm − ℓ)| ≤ |an − akm |+ |akm − ℓ|< 2ǫ .
Quindi la successione (an)n∈N converge a ℓ .
2.5. Criteri per la convergenza di successioni 38
2.5.4 Massimo limite e minimo limite
Sia (an)n∈N una successione in R superiormente limitata. Poniamo, ∀n ∈N ,
βn = sup{ am | m ≥ n} .
Poiché { am | m ≥ n+1} ⊆ { am | m ≥ n} , risulta sup{ am | m ≥ n+1} ≤ sup{ am | m ≥ n} ,
quindi la successione (βn)n∈N è decrescente, pertanto, per il teorema 2.5.1, è regolare. Se la
successione (an)n∈N è superiormente illimitata, allora ciascuno degli insiemi { am | m ≥ n}
è superiormente illimitato.
Analogamente se (an)n∈N è una successione in R inferiormente limitata, allora la succes-
sione definita da
αn = inf{ am | m ≥ n}
è crescente, pertanto è regolare.
È quindi giustificata la definizione seguente.
Definizione di massimo limite e minimo limite
Sia (an)n∈N una successione in R .
Se (an)n∈N è superiormente limitata chiamiamo massimo limite (o anche limite superiore)
di (an)n∈N il numero reale esteso
maxlim
n→+∞
an = limn→+∞
sup{ am | m ≥ n} .
Se (an)n∈N è superiormente illimitata poniamo maxlimn→+∞ an =+∞ .
Se (an)n∈N è inferiormente limitata chiamiamo minimo limite (o anche limite inferiore) di
(an)n∈N il numero reale esteso
minlim
n→+∞
an = limn→+∞
inf{ am | m ≥ n} .
Se (an)n∈N è inferiormente illimitata poniamo minlimn→+∞ an =−∞ .
2.5.9 Teorema
Siano (an)n∈N una successione in R e

akn

n∈N
una sua sottosuccessione regolare. Allora
minlim
n→+∞
an ≤ limn→+∞
akn ≤maxlimn→+∞
an .
Dimostrazione. Dimostriamo la disuguaglianza relativa al massimo limite, quella relativa al
minimo limite si prova in modo analogo.
Se maxlimn→+∞ an =+∞ , allora evidentemente limn→+∞ akn ≤maxlimn→+∞ an .
Se maxlimn→+∞ an < +∞ , allora ∀n ∈ N , kn ≥ n e quindi akn ≤ sup{ am | m ≥ n} ,
pertanto limn→+∞ akn ≤ limn→+∞ sup{ am | m ≥ n} =maxlimn→+∞ an .
Da questo teorema si ottiene facilmente il seguente.
2.5.10 Teorema
Sia (an)n∈N una successione in R . Allora
minlim
n→+∞
an ≤maxlimn→+∞
an .
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2.5.11 Teorema
Sia (an)n∈N una successione in R . Allora esiste

akn

n∈N
sottosuccessione di (an)n∈N tale che
lim
n→+∞
akn =maxlimn→+∞
an
e esiste

ahn

n∈N
sottosuccessione di (an)n∈N tale che
lim
n→+∞
ahn =minlimn→+∞
an .
Dimostrazione. Dimostriamo la prima affermazione, la seconda si dimostra in modo analogo.
Sia anzitutto maxlimn→+∞ an =+∞ , allora (an)n∈N è superiormente illimitata. Poiché
eliminando un numero finito di elementi da un insieme superiormente illimitato si ottiene
un insieme che è ancora superiormente illimitato, ∀m ∈R , { an | n > m} è superiormente
illimitato. L’insieme { an | n ∈ N} è superiormente illimitato, quindi ∃k0 ∈ N tale che
ak0 > 0 . L’insieme { an | n > k0} è superiormente illimitato, quindi esiste k1 > k0 tale
che ak1 > 1 . Proseguendo, scelto kn , esiste kn+1 > kn e tale che akn+1 > n + 1 . In questo
modo costruiamo una sottosuccessione

akn

n∈N
tale che ∀n ∈N si ha akn > n , quindi tale
sottosuccessione ha limite +∞ .
Sia maxlimn→+∞ an = −∞ Poiché ∀n ∈ N si ha an ≤ sup{ am | m ≥ n} e la seconda
successione ha limite −∞ , anche an →−∞ .
Infine sia maxlimn→+∞ an = ℓ ∈R . Poniamo, ∀n ∈N , βn = sup{ am | m ≥ n} . Poiché
la successione (βn)n∈N è decrescente e ℓ è il suo limite, ∀n ∈ N si ha βn ≥ ℓ . Pertanto,
∀ǫ ∈ R+ e ∀n ∈ N , ℓ− ǫ < { am | m ≥ n} ; quindi, per la caratterizzazione dell’estremo
superiore 1.2.35, esiste m ≥ n tale che am > ℓ− ǫ . In particolare esiste k0 ∈ N tale che
ak0 > ℓ− 1 ; ovviamente ak0 ≤βk0 . Analogamente esiste k1 ≥ k0+ 1 , cioè k1 > k0 , tale che
ak1 > ℓ− (1/2) ; si ha ak1 ≤ βk1 . Proseguendo si costruisce una sottosuccessione

akn

n∈N
tale che, ∀n ∈N , si ha
ℓ−
1
n+ 1
< akn ≤βkn .
Si ha limn→+∞ ℓ −
 
1/(n + 1)

= ℓ e limn→+∞βkn = ℓ , perché sottosuccessione di una
successione convergente a ℓ ; pertanto limn→+∞ akn = ℓ .
2.5.12 Teorema
Sia (an)n∈N una successione in R .
I) Se (an)n∈N è regolare allora
minlim
n→+∞
an =maxlimn→+∞
an = limn→+∞
an ;
II) se
minlim
n→+∞
an =maxlimn→+∞
an ,
allora (an)n∈N è regolare e
lim
n→+∞
an =minlimn→+∞
an =maxlimn→+∞
an .
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Dimostrazione. I) Se esiste limn→+∞ an = ℓ ∈ R , allora ogni sottosuccessione di (an)n∈N
ha limite ℓ . Per il teorema 2.5.11 esiste una sottosuccessione che tende a maxlimn→+∞ an ,
quindi maxlimn→+∞ an = ℓ . Per motivi analoghi minlimn→+∞ an = ℓ .
II) Poniamo ℓ=minlimn→+∞ an =maxlimn→+∞ an .
Supponiamo ℓ ∈R . Poiché ∀n ∈N si ha
inf{ am | m ≥ n} ≤ an ≤ sup{ am | m ≥ n} ,
per il teorema 2.3.4 limn→+∞ an = ℓ .
Se ℓ=+∞ o ℓ=−∞ la dimostrazione è analoga.
